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概要

モデル予測制御とは，各時刻において有限時間の最適制御問題を解きながら制御入力を
決定する制御手法の一つである．制御入力を決めるために，非線形最適化問題を解かね
ばならないので，従来は石油プラントなどのサンプリング時間の長いシステムに適用が
限られていたが，計算機などの発達にともない，近年はロボットや自動車の制御などに
も適用が期待され，注目を集めている．モデル予測制御を用いて実時間制御を行う場合
には，最適制御問題を効率よく解くことが重要であり，そのための方法がさまざま提案
されている．本稿では，いくつかのシステムに対し，著者らが提案したモデル予測制御
の計算手法を紹介する．
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1 はじめに
モデル予測制御 (Model Predictive Control) [9]は，リシーディングホライズン制御（Receding

Horizon control, 後退ホライズン制御）とも呼ばれる制御手法の一つであり，各時刻におい
て有限区間の最適制御問題を解きながら制御入力を決定していく方法である．制御入力は，
各時刻での状態によって決まるため，最適制御でありながら状態フィードバックの性質もあ
わせ持つという特徴がある．
モデル予測制御は，

• 考え方は直感的でわかりやすい

• さまざまな制約条件を取り扱える

• チューニングが容易で，操業条件の変化などに対応しやすい

など，実際の現場で受け入れられやすい特徴を持っている．その一方，制御入力を決定する
ためには，各時刻で制約付き非線形最適化問題を解かねばならない．そのため，モデル予測



制御は，その誕生以来，主として産業界とくに石油化学などの化学プラントに適用され，他
の制御手法に比べ，より制約の限界に近いところでの操業を可能にしてきた．これらのシス
テムでは，サンプリング時間が比較的長いため，オンラインで制御入力を計算するのに十分
な時間をとることが可能である．
近年，計算機の発達と低価格化により高性能の計算機が身近になってきたこと，また，こ

ちらの影響が大きいと思われるが，最適化アルゴリズムの発展とそれに伴う商用ソフトウェ
アの充実と普及により，化学プラントだけではなく，ロボットや自動車などサンプリング時
間の短いシステムへもモデル予測制御の適用が期待されている．そのため，実時間で制御入
力を計算するための計算手法が研究され，注目を集めている [10, 12, 15]．
本稿では，著者らがこの２，３年の間に取り扱ったモデル予測制御に対する計算手法の

いくつかを紹介する．まず，次節でモデル予測制御問題を紹介する．３節では，入力に上下
限制約を持つ線形システムの高速解法について述べる．４節では，クーロン摩擦を考慮した
ロボットアームのモデル予測制御問題を取り扱う．この問題は，相補システムとして表現さ
れる非線形システムであり，近年注目されているハイブリッドシステムの一つである．５節
では，特異摂動系とよばれる早いダイナミクスと遅いダイナミクスが混在したシステムに対
し，二段階法のような解法を紹介する．最後に，まとめと今後の課題について述べる．

2 モデル予測制御問題
本節では，モデル予測制御問題について簡単にまとめる．n次元の状態 x(t)およびm次

元の制御入力 u(t)に対し，次の状態方程式で表現される一般的な非線形システムを考える．

ẋ = f(x, u) (1)

制御目的は，時刻 tにおける状態 x(t)が与えられたときに，評価区間 (予測区間)[t, t + T ]に
おいて以下の評価関数を最小化することとする．

J = ϕ(x(T, t), t) +
∫ T

0
L(x(τ, t), u(τ, t), t)dτ (2)

ここで，x(τ, t)は x(0, t) = x(t)を初期値とする時刻 t+ τにおける状態であり，u(τ, t)は時刻
t+τにおける制御入力である．また，L(x(τ, t), (τ, t), t)は非負の評価関数であり，ϕ(x(T, t), t)

は終端時刻 t + T における状態 x(T, t)に対する評価関数である．レギュレータや軌道追従な
どのよく取り扱われる問題では，関数 Lや ϕは二次関数が選ばれることが多い．例えばレ
ギュレータ問題では，適当な半正定値対称行列Qと正定値対称行列Rを用いて，

L :=
1

2
xT Qx +

1

2
uT Ru

のようにする．
モデル予測制御では，目的関数として評価関数 (2)，制約条件として状態方程式 (1)，お



よび状態 x(t)と入力 u(t)に対する制約を持つ次の最適制御問題を解く．

最小化 J = ϕ(x(T, t), t) +
∫ T

0
L(x(τ, t), u(τ, t), t)dτ

制約 ［状態方程式］dx

dτ
= f(x(τ, t), u(τ, t))

［初期条件］x(0, t) = x(t)

状態 x(τ, t) と入力 u(τ, t) に対する制約 (0 ≤ τ ≤ T )

(3)

そして，得られた最適制御入力 u∗(τ, t)のうち，u∗(0, t)のみを時刻 tにおける入力として用
いる制御手法である．
最適化問題 (3)は，連続時間問題であり，解析的な解を求めるのはほぼ不可能である．そ

こで，問題 (3)を予測区間 [t, t + T ]を時間軸 τ に沿って，サンプリング時間Δτ = T/NでN

ステップに離散化した次の離散時間最適制御問題を考える．

最小化 J = ϕ(xN(t), t) +
N−1∑
i=0

L(xi(t), ui(t), t)Δτ

制約 ［状態方程式］xi+1(t) = xi(t) + f(xi(t), ui(t))Δτ

［初期条件］x0(t) = x(t)

状態 xi(t) と入力 ui(t) に対する制約 (i = 0, 1, . . . , N − 1)

(4)

ここで，xi(t), ui(t)はそれぞれ，xi(t) = x(t + iΔτ), ui(t) = u(t + iΔτ)を表す．実際には，
時間軸 tについてもサンプリング時間Δτで離散化することが多いが，必ずしも tと τのサン
プリング時間を同一にする必要もないため，ここではそのまま tと記した．問題 (4)は普通
の非線形最適化問題であり，非線型最適化の解法を用いて解くことができる．モデル予測制
御では，(4)を解いて得られた最適制御入力列 {u∗

i (t)}N−1
i=0 のうち，u∗

0(t)のみを（場合によっ
ては，最初の数ステップを）時刻 tにおける制御入力として用い，次のステップへ進む．
問題 (4)は時系列最適化問題 [3]ともよばれ，化学プラントのような大規模な問題では，

時系列構造を利用した並列計算の手法なども提案されている [19]．一方，ロボットの制御な
どに適用するような場合，数十ミリ秒間隔で適当なサイズの最適化問題 (4)を実際に繰り返
し解きながら，制御入力を生成しなければならない．これは，モデル予測制御の特徴でもあ
るが，計算時間を短縮する工夫が必要であり，モデル予測制御問題の解法に対する研究の動
機付けとなっている．

3 入力に上下限制約のある線形システム
本節では，簡単な例として入力のみに上下限制約を持つ線形システムのモデル予測制御

を考える [15, 16]．システムの状態方程式は，すでに適当なサンプリング時間で離散化され
ているものとし，以下で表されるものとする．

xk+1 = Axk + Buk (5)

また，各時刻での入力には以下の上下限制約を仮定する．

e ≤ uk ≤ e



このシステムに対し，最適制御問題 (4)として以下のような予測区間N の問題を考える．

最小化 J = xT
k+NQfxk+N +

N−1∑
i=0

(
xT

k+iQxk+i + uT
k+iRuk+i

)
(6a)

制約 xk+i+1 = Axk+i + Buk+i (6b)

e ≤ uk+i ≤ e, (i = 0, 1, . . . , N − 1) (6c)

ここで，重み行列 Qは半正定値対称，Rは正定対称であり，Qf は終端時刻の重み行列で
ある．
制約 (6c)が無ければ，可制御の仮定の下で最適制御問題 (6)の解は状態 xkを用いて書き

表すことができる [10]．そしてこれは，軌道追従のような，状態に目標値が与えられている
場合でも可能である．しかし，制約 (6c)があるために，制御入力を求めるためには，問題 (6)

を最適化手法を用いて解かねばならない．
問題 (6)をそのまま取り扱ってもよいが，ここではまず，状態方程式 (6b)を目的関数 (6a)

に代入して以下のように書き換える．

最小化 1

2
vT

k Qvk + xT
k Gvk

制約 h ≤ vk ≤ h
(7)

ここでQ ∈ �nN×nN , G ∈ �m×nNはQ,Qf , R,A,Bを用いて構成される行列である．行列Rが
正定値であることから，Qも正定対称となることに注意しておく．また，vkはuk, . . . , uk+N−1

を縦に並べたベクトルであり，h, hはそれぞれ e, eを縦にN 個並べたベクトルである．以下
では，添字 kを省略して記す．
モデル予測制御では，問題 (7)の解を時間軸 kに沿って繰り返し求め，制御入力を生成す

る．ところで，システム (5)において一時刻進んだあとの状態の変化はほとんどの場合微小
であると考えられる．したがって，最適化問題 (7)の解も時刻ごとの変化は微小であり，一時
刻前の最適解は現時刻の問題の初期解として有効であると考えられる．この考えに基づけば，
いわゆるホットスタートが可能な解法は有効に働くはずである．そこで，ここでは問題 (7)

の解法として，射影ガウス・ザイデル法 [8]，セミスムーズ・ニュートン法 [4]，反射的ニュー
トン法 [2]を適用し，比較検討した．
問題 (7)の最適性の必要十分条件は，箱形制約を持つ変分不等式

(
Qv + GT x

)T
(y − v) ≥ 0 h ≤ ∀y ≤ h

で表される．これはさらに，方程式

v = mid
{
h, v −

(
Qv + GT x

)
, h

}

に書き換えることができ，これに射影ガウス・ザイデル法を適用する．ただし，midは，要
素ごとに 3つの値の中で中間の値を取る関数である．
一方，問題 (7)の制約条件を h ≤ vと−h ≤ −vの二つの制約に分けると，KKT条件は

二つのラグランジュ乗数wとwを用いて以下の線形相補性問題に帰着できる．

0 ≤ w ⊥
(
Q−1

(
−GT x − w + w

)
− h

)
≥ 0

0 ≤ w ⊥
(
−Q−1

(
−GT x − w + w

)
+ h

)
≥ 0

(8)



これをセミスムーズ・ニュートン法を用いて解く．問題 (7)の最適解 v∗は，相補性問題 (8)

の解w∗, w∗より，
v∗ = Q−1(−G�x − w∗ + w∗)

で与えられる．

初期解について

前述したように，最適化問題 (7)を繰り返し解くにあたり，一時刻前の最適解を現時刻の
問題の初期解として使用できる．ベクトル vkは，予測区間内の入力 {uk+i}N−1

i=0 を時系列に
沿って並べたものであり，

vk =
(
uT

k , uT
k+1, . . . , u

T
k+N−1

)T

と表される．したがって，時刻 k − 1での最適解 v∗
k−1から u∗

k−1を除いたベクトルをシフト
させたベクトルは，一時刻前の解 v∗

k−1そのものよりも，時刻 kの問題に対するよりよい初期
値と考えられる．
しかしこの方法ではuk+N−1に対応する部分の初期値が得られない．そこで，一時刻前の解

をシフトして得られる初期値が最適解に近いことを利用し，問題 (7)において，{uk+i}N−2
i=0 を

一時刻前の最適解 {u∗
k+i}N−2

i=0 に固定した問題を考える．このように設定した問題は，uk+N−1

に関する二次計画問題であるが，問題のサイズは入力の次元mしかないので，非常に高速に
解けるので，その解を uk+N−1の初期値とする．
セミスムーズ・ニュートン法と反射的ニュートン法では，この方法により各ステップで

の初期解を作成した．なお，射影ガウス・ザイデル法では uk+N−1から ukへ向かって更新す
ることが可能なので，uk+N−1に対する初期解の生成は不要である．

計算実験結果

表 1に，2入力 4状態の線形システムを，サンプリングタイム 0.02秒で 8秒間制御したシ
ミュレーション結果を示す．実験はPentium 4, 2.60 GHz, 480MB, Windows XPのパソコン
上でMatlab(ver. 7.0.1)を用いて行った．反射的ニュートン法はMatlabの最適化ツールボッ
クスにあるものをそのまま用いた．表の中で，total iter.はアルゴリズムの総反復回数，max

timeは最も時間を要したステップにおける計算時間，total timeは総計算時間をそれぞれ秒
で表す．各解法において，上段は予測区間N = 50のときの結果，下段はN = 100のときの
結果である．

4 クーロン摩擦を考慮したロボットアームの制御
本節では，図 1に示すような二次元のマニピュレータによる対象物の制御問題を取り扱

う [17]．対象物の慣性行列をMo，重力などの外力に関するベクトルを go，速度や粘性に関
する力のベクトルを ho，対象物の一般化座標を qとすると，対象物の運動方程式は以下で表
される．

Moq̈ = Wnfn + Wtft + go + ho (9)



表 1: 計算結果
total iter. max time total time

射影ガウス・ザイデル法 1432 0.031 2.233

1687 0.078 5.483

セミスムーズ・ニュートン法 210 0.031 2.105

160 0.172 7.545

反射的ニュートン法 1412 0.140 20.462

1580 0.321 56.218

また，マニピュレータの慣性行列をMm，外力に関するベクトルを gm，速度に関するベクト
ルを hm，関節の角度を θとすると，マニピュレータに対する運動方程式は，

Mm(θ)θ̈ = τ − (JT
n fn + JT

t ft + gm + hm) (10)

となる．ここで，τ は関節角にかかるトルクであり，f は接触点座標に固定した接触力，W

と Jはそれぞれ，接触点座標を基準座標に変換するレンチ行列と関節方向に変換するヤコビ
行列を表す．さらに，添字 nと tはそれぞれを法線方向と接線方向に関してまとめたもので
あることを示すものとする．
各接触点は剛体接触するが，クーロン摩擦力が働くものと仮定する．PangとTrinkleら

[13, 18]は，式 (9), (10)の fn, ftを求める問題を線形相補性問題に定式化し，対象物との接
触点における相対加速度や接触力，また，瞬間における接触状態の判別を行った．まず，こ
の定式化について説明する．Rと Sを，それぞれ転がり接触と滑り接触に対応する添字集合
をあらわすものとする．接触点座標におけるマニピュレータに対する対象物の相対速度，加
速度を v，aとすると，それぞれの法線方向成分，接線方向成分は以下で表される．

vα = W T
α q̇ − Jαθ̇ α ∈ {n, t}

aα = W T
α q̈ − Jαθ̈ + Ẇ T

α q̇ − J̇T
α θ̇ α ∈ {n, t} (11)

マニピュレータと対象物が接触を維持するためには，すべての接触点における相対速度の法
線方向成分は vn = 0でなければならない．また，接触点が転がり接触である場合，接線方
向の相対速度は vRt = 0でなければならない．物体にめりこまないという条件から，相対加
速度の法線方向成分は非負である．さらに，接触点では，接触しているときは法線方向の相
対加速度は 0，接触力は非負となり，離脱するときは相対加速度が正，接触力は 0となるの
で，法線方向の力と加速度の関係は以下の相補条件として表すことができる．

fT
n an = 0, fn ≥ 0, an ≥ 0 (12)

各接触点にはクーロン摩擦が存在するため，摩擦係数を μとすると，

μfjn ≥ |fjt| (13)

を満たさねばならない．接触点が滑り接触のとき，接戦方向の接触力の大きさは μfjnであ
り，相対速度と反対方向に働くので

μfjnvjt + fjt|vjt| = 0 for all j ∈ S (14)
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が成り立つ．一方，接触点が転がり接触のとき，接触力は (13)式を満たす任意の方向と大き
さを持ちうるが，転がり接触から滑り接触に切り替わるときには，生じる相対加速度と反対
方向に摩擦力が発生するため，接触点の相対加速度は以下を満たさなければならない．

μfjnajt + fjt|ajt| = 0 for all j ∈ R (15)

なお，転がり接触を維持し続けるときには，接線方向の加速度成分 ajt = 0となるので，式
(15)は必ず成り立つことに注意する．
対象物およびマニピュレータの慣性行列Mo，Mmは正定値対称である．そこで，式 (9)，

(10)より q̈, θ̈を求め相対加速度の式 (11)に代入すると，関節角 θに依存する半正定値対称行
列Aと，状態 θ, qに依存するベクトル bを用いて

a = A(θ)f + b (16)

となる．
接触点での法線方向相対加速度 anを，滑り接触と転がり接触に分けて aSn，aRnと表す．

同様に，接線方向相対加速度 atも，aSt，aRtと分けて書く．滑り接触の場合，接線方向に働
く接触力 fjtは (14)式から直接計算することができ，また相対加速度に対する制約は無いの
で，相補条件から aStを除外できる．したがって，式 (16)より

⎛
⎜⎜⎝

aSn

aRn

aRt

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

ASnSn − ASnStVSt ASnRn ASnRt

ARnSn − ARnStVSt ARnRn ARnRt

ARtSn − ARtStVSt ARtRn ARtRt

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

fSn

fRn

fRt

⎞
⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎝

bSn

bRn

bRt

⎞
⎟⎟⎠ (17)

を得る．ただし，VStは diag

(
μvjt

|vjt|
)
を対角成分とする対角行列である．



転がり接触点 j ∈ Rにおいて，摩擦制約 (13)に対し非負のスラック変数 s+
jt，s−jtを導入し，

s+
jt = μfjn + fjt, s−jt = μfjn − fjt

とおく．また，接線方向の相対加速度の正と負の部分をそれぞれa+
jt，a−

jtと書くことにすると，

ajt = a+
jt − a−

jt, |ajt| = a+
jt + a−

jt, a+
jt ≥ 0, a−

jt ≥ 0

となる．これらを用いると，式 (12)，(13)，(15)，(17)で表される非線形相補性問題は，次
の線形相補性問題に書き換えることができる．

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

aSn

aRn

a+
Rt

s−Rt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = Ã

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

fSn

fRn

s+
Rt

a−
Rt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

bSn

bRn

bRt

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 0 ≤

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

aSn

aRn

a+
Rt

s−Rt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊥

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

fSn

fRn

s+
Rt

a−
Rt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≥ 0 (18)

行列 Ãは，摩擦係数 μを対角成分に持つ対角行列 URをもちいて，以下のように表される．

Ã =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ASnSn − ASnStVSt ASnRn − ASnRtUR ASnRt 0

ARnSn − ARnStVSt ARnRn − ARnRtUR ARnRt 0

ARtSn − ARtStVSt ARtRn − ARtRtUR ARtRt I

0 2UR −I 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

相補性問題 (18)の解の存在と一意性について，以下の定理が成り立つ [13]．

定理 4.1 行列A(θ)が正定値対称と仮定する．ある正の定数 μ̄が存在し，摩擦係数が μ ≤ μ̄

であれば，線形相補性問題 (18)は唯一の解をもつ．

制御アルゴリズム

以上より，図 1に示すようなマニピュレータによる対象物の制御問題は，接触点でのクー
ロン摩擦を考慮すると，運動方程式 (9)，(10)と相補条件 (18)にしたがうこととなる．これ
は，相補システム [14]とよばれるハイブリッドシステムの一つの表現形である．したがって，
これにモデル予測制御を適用した場合，制御入力を決定するために各時刻で解かねばならな
い最適化問題 (4)は，制約条件に相補性問題を含む均衡制約つき最適化問題 (MPEC)となる．
このとき，運動方程式をそのまま扱うと，最適制御問題の制約条件は非線形となる．そこで，
短い予測区間の間では状態の変化は微小であると見なし，慣性行列やレンチ行列などを初期
条件の値に固定して運動方程式などを全て線形近似した．したがって，時刻 kにおける制御
入力を決定する問題は以下のようになる．



最小化 J =
1

2

N∑
i=0

(
(x(k + i) − x∗)T Q(x(k + i) − x∗) + τ(k + i)T Rτ(k + i)

)
制約 Mo(k)q̈(k + i) = Wnfn(k + i) + Wtft(k + i) + go

Mm(k)θ̈(k + i) = τ(k + i) − (JT
n fn(k + i) + JT

t ft(k + i) + hm + gm

0 ≤

⎛
⎜⎜⎝

aSn(k + i)
aRn(k + i)
a+

Rt(k + i)
s−Rt(k + i)

⎞
⎟⎟⎠ = Ã(k)

⎛
⎜⎜⎝

fSn(k + i)
fRn(k + i)
s+

Rt(k + i)
a−

Rt(k + i)

⎞
⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎝

bSn(k + i)
bRn(k + i)
bRt(k + i)

0

⎞
⎟⎟⎠⊥

⎛
⎜⎜⎝

fSn(k + i)
fRn(k + i)
s+

Rt(k + i)
a−

Rt(k + i)

⎞
⎟⎟⎠ ≥ 0

i = 0, 1, . . . , N − 1
(19)

ここで，x(k) = (q(k), θ(k))T であり，x∗ = (q∗, θ∗)T は目標の状態である．
この問題は，線形相補制約付きの二次計画問題であるが，既存の解法 [5]を適用するには

次のような問題点がある．それは，相補条件 (18)を表す式が，接触点の接触モードにより異
なることである．さらに，接触モードの変化はそれより前の時点での関節トルクにも依存す
るため，短い予測区間であっても，前もって各時点での接触モードを予測することは難しい．
各時点での接触モードを固定したMPECを複数回解く方法も考えられるが，得られたトル
クに対するモードが固定したモードと異なる可能性があり，またMPECの一回の計算にも
時間を要するため，全てのモードを探索するのは膨大な時間を要する．
ところで，上の問題 (19)において，各時点での接触力と相対加速度を固定すれば，トル

クに関する二次計画問題となる．また，入力トルクを固定した下で，接触点における接触力
と相対加速度を求める問題は線形相補性問題であり，それぞれ比較的高速に解くことができ
る．このことを利用し，まず適当なトルク列の初期値を与え，トルクが収束するまで，線形
相補性問題と二次計画問題を交互に繰り返し解くという方法を提案した．問題 (19)の解法を
含む，モデル予測制御による制御アルゴリズムの全体は以下のとおりである．

step 0 初期設定．k = 0

step 1 入力トルク τ̃(k + i), i = 0, . . . , N を与え，線形相補性問題を解き，接触力と相対加
速度を求める．

step 2 step 1で求めた接触力と相対加速度に基づく接触モードを固定し，二次計画問題を
解いて入力トルク列 τ(k + i), i = 0, . . . , N を求める．

step 3 ‖τ̃ − τ‖ ≤ εであれば step 4へ．そうでなければ，τ̃ ← τ として step 1へ．

step 4 得られた入力トルク列の 1ステップ目 τ(k)を与えて相補性問題 (18)を解き，接触力
f(k)と相対加速度 a(k)を求める．

step 5 運動方程式から，状態を更新する．k ← k + 1として step 1へ戻る．

提案したアルゴリズムを用いて，図 1に示すような 2リンク 2マニピュレータに対するシ
ミュレーション実験を行った．実験は，Pentium4 3.4GHz，1GB，Windows XPの計算機上
で，MATLAB 7.1を用いて行った．マニピュレータのパラメータは，各リンクの質量は 1.0，
リンクの長さは l1 = l3 = 0.5，l2 = l4 = 0.8であり，l0 = 0.3である．また，対象物は均質な



円盤状の物体であり，質量は 0.4，半径は 0.3である．対象物は図 1のようにマニピュレータ
と 2点で接触しており，摩擦係数は 0.4とした．
シミュレーションでは，θ1 = θ2 = θ3 = θ4 = 60◦で静止した初期状態から，θ1 = θ3 = 60◦,

θ2 = θ4 = 70◦で静止している状態を目標状態とする鉛直方向への物体の持ち上げについて
計算実験を行った．提案アルゴリズムの部分問題を解く内部反復の収束性は証明されていな
いため，Step 1～ 3の反復は最大 20回の打ち切るようにしたが，ほとんどの場合数回程度
の反復で収束した．なお，計算時間は，サンプリング時間 0.01秒，予測区間N = 20で 2秒
間の制御を行った場合 125秒ぐらいであった．

5 特異摂動系に対するモデル予測制御
本節では，特異摂動系に対するモデル予測制御について考える．特異摂動系とは，速い

ダイナミクスと遅いダイナミクスを併せ持つシステムであり，以下のように定式化される．

ẋ = f(x, z, u) (20)

εż = g(x, z, u) (21)

ε > 0は微小なパラメータであり，z ∈ Rnf は速いダイナミクスの状態変数を，x ∈ Rnsは遅
いダイナミクスの状態変数をそれぞれ表現している．特異摂動系にモデル予測制御を適用す
ると，各時刻に解く有限時間の最適制御問題の予測区間は遅いダイナミクスの動きを評価す
るために長く，また，最適制御問題を離散化する際のサンプリング時間は速いダイナミクス
にあわせ短くする必要がある．そのため，最適制御問題の次元が非常に大きくなる．
ところで，特異摂動系は，速いダイナミクスが遅いダイナミクスに比べ，短い時間で定

常状態に収束するといった特性を持っている．この特性を利用し，Kokotovic [7]は特異摂動
法を提案した．特異摂動法は，システムを速いダイナミクスに注目した退化システムと，遅
いダイナミクスに注目した境界層システムとに分け，それぞれのシステムに対する入力を組
み合わせることで，システム全体の制御を実現する制御手法である．ここでは，特異摂動法
に基づいたモデル予測制御の方法を紹介する [6]．

特異摂動法

まず，基礎となる特異摂動法 [7]について述べる．特異摂動系 (20), (21)に対し，初期状
態を x(t) = xt, z(t) = ztとし，次の評価関数を最小化する有限時間の最適制御問題を考える．

J = ϕ(x(T, t), z(T, t), t) +
∫ T

0
L(x(τ, t), z(τ, t), u(τ, t), t)dτ (22)

特異摂動系は，速いダイナミクスの状態 zが比較的短い時間で定常状態に収束するのに
対し，遅いダイナミクスの状態 xは長時間過渡状態であり続けた後，定常状態に収束すると
いった特性を持っている．そこで，εが微小のとき，状態 zはほぼ定常状態にあるとみなし
ε ↓ 0と近似する．このようにして得られたシステムを退化システムと呼ぶ．式 (21)式の左
辺を 0とおいて zについて解いた解を ẑとおくと，

ẑ := h(x̂, û) (23)



となる．記号 ˆ は退化システムの状態変数であることを意味する．式 (23)を式 (20)式に代
入すると，退化システムは

˙̂x = f̂(x̂, û) := f(x̂, h(x̂, û)) (24)

となる．式 (23)を式 (22)に代入し，最小化する評価関数を x̂, ûの関数として再定義する．

Ĵ = ϕ̂(x̂(T, t), t) +
∫ T

0
L̂(x̂(τ, t), û(τ, t), t)dτ

初期状態を x̂(t) = xtとおいて，最適制御問題を解くと退化システム (24)に対する最適制御
入力 û∗(t + τ)，(0 ≤ τ ≤ T )が得られる．なお，退化システムにおける速いシステムの状態
ẑ(t)は遅いシステムの状態 x̂(t), 入力 û(t)から (23)式によって決定される．
退化システムを考える際，速いダイナミクスの動きは定常状態にあるものと見なし，そ

の過渡応答は無視している．しかし，εが小さくてもその近似誤差は存在し，εが大きくな
ると誤差も大きくなってくる．そこで，退化誤差の影響を補正するために，元のシステムと
退化システムとの間の誤差システムである境界層システムを考える．
退化システムの状態 x̂は元のシステムを良く近似していると仮定し，

x − x̂ = O(ε)

が成立しているものとする．このとき，ẑと z，ûと uとの近似誤差を，

η := z − ẑ, ν := u − û (25)

とおいて，式 (20), (21)に代入すると，

˙̂x = f(x̂, η + h(x̂, ν + û)), ν + û) (26)

εη̇ = g(x̂, η + h(x̂, ν + û)), ν + û) − ε
∂h

∂ ˙̂x
˙̂x − ε

∂h

∂ν
ν̇ (27)

となる．時間軸の変換 τ = εζを行い ε ↓ 0とすると，式 (26), (27)は

dx̂

dζ
= 0

dη

dζ
= g(x̂(t), η(ζ) + h(x̂(t), ν(η) + û(t)), ν(η) + û(t)) (28)

となる．これが境界層システムであるが，ここではさらに (28)を x̂(t), ẑ(t), û(t)の近傍で線
形化し，次式を得る．

dη

dζ
=

∂g

∂η

∣∣∣∣∣ x = x̂(t)
z = ẑ(t)
u = û(t)

η +
∂g

∂ν

∣∣∣∣∣ x = x̂(t)
z = ẑ(t)
u = û(t)

ν (29)

式 (25)を式 (22)に代入すると，ηと νに関する以下の評価関数を得る．

J̄ = ϕ̄(η(T, t), t) +
∫ T

0
L̄(η(ζ, t), ν(ζ, t), t)dζ



これを最小化する最適制御問題を解くと，境界層システム (29)に対する最適制御入力 ν∗(τ, t),
(0 ≤ τ ≤ T )を得る．元のシステムに対する入力 u∗(t)は

u∗(t + τ) = û∗(t + τ) + ν∗(t + τ) (0 ≤ τ ≤ T ) (30)

である．以上が，特異摂動法の概要である．適当な仮定の下で特異摂動法による解 (30)は，
評価関数 (22)を最小化する元のシステム (20), (21)の最適制御問題の解に収束することが示
されている [7]．

モデル予測制御

ここでは，上で紹介した特異摂動法の考え方をモデル予測制御に応用する．まず，退化
システム (24)について考える．予測区間 [t, t + T ]は遅いダイナミクスを表現するのに十分
な長さを持つとし，分割幅Δτs = T/NsでNsステップに離散時間化する．すると，退化シ
ステムに対する離散時間化された最適制御問題は以下のようになる．

最小化 Ĵ = ϕ̂(xNs(t), t) +
Ns−1∑
i=0

L̂(x̂i(t), ûi(t), t)Δτs

制約 x̂i+1(t) = x̂i(t) + f̂(x̂i(t), ûi(t))Δτs

x̂0(t) = x(t), (i = 0, 1, . . . , Ns − 1)

(31)

この最適制御問題 (31)を解き，退化システムに対する最適入力{û∗
i (t)}Ns−1

i=0 および状態{x̂∗
i (t)}Ns

i=1

を得る．
モデル予測制御では通常，最適制御問題を解いて得られた入力のうち最初の 1ステップ

のみを制御入力として用いる．したがって，最適制御問題 (31)の解 û∗
0(t)のみが実際の制御

入力となる．ところが，û∗
0(t)は速いダイナミクスを定常状態にあるものと見なして近似し

た問題の解であるため，近似誤差を含む．そこで，それを修正するために境界層システムを
利用する．このとき，境界層システムは全予測区間 [t, t + T ]について考える必要はなく，退
化システムの最適制御問題のはじめの 1ステップ分 [t, t + Δτs]についてのみ考えればよい．
予測区間 [t, t + Δτs]を分割幅Δτf = Δτs/Nf でNf ステップに分割し，離散時間化する．

境界層システム (29)に対する最適制御問題は，

最小化 J̄ = ϕ̄(ηNf
(t), t) +

Nf−1∑
i=0

L̄(ηi(t), νi(t), t)Δτf

制約 ηi+1(t) = ηi(t) +
1

ε
(A(t)ηi(t) + B(t)νi(t)) Δτf

η0(t) = 0, (i = 0, 1, . . . , Nf − 1)

(32)

となる．ただし，
A(t) =

∂g

∂η

∣∣∣∣∣ x = x̂(t)
z = ẑ(t)
u = û ∗ (t)

, B(t) =
∂g

∂ν

∣∣∣∣∣ x = x̂(t)
z = ẑ(t)
u = û(t)

である．境界層システムに対する最適制御問題 (32)を解き，最適解 {ν∗
i (t)}Nf−1

i=0 を得る．時
刻 tにおける元の問題に対するリシーディングホライズン制御入力は，

u∗(t) = û∗
0(t) + ν∗

0(t)



である．まとめると，以下のようになる．

特異摂動系に対するモデル予測制御アルゴリズム

Step 1 時刻 tの状態を用いて退化システムに対する最適制御問題 (31)を解き，入力{û∗
i (t)}Ns−1

i=0

および状態 {x̂∗
i (t)}Ns

i=1を求める．

Step 2 境界層システムに対する最適制御問題 (32)を解き，最適入力 {ν∗
i (t)}Nf−1

i=0 を求める．

Step 3 u∗(t) = û∗
0(t) + ν∗

0(t)を入力．

Step 4 t = t + Δτf とし Step 1に戻る．

上のアルゴリズムにおいて，退化システム (24)を評価する予測区間 T は十分長くする必
要があるが，特異摂動系の特性を利用すれば，分割幅Δτsを大きくとることができる．一方，
境界層システムを評価する分割幅Δτf は，元のシステムにモデル予測制御をそのまま適用す
る場合の分割幅と同じくらいに十分に短くする必要があるが，予測区間は [t, t + Δτs]にすぎ
ない．したがって，退化システム，境界層システムの双方の最適制御問題のサイズを小さく
することができ，計算時間の低減が期待できる．

計算実験

提案した手法の適用例として，二次元の簡単な特異摂動システムに適用した場合の結果
を示す．システムおよび評価関数 J は以下で与えられる．

aẋ1 = 3
x2

x1

− 5x1 + 3u1

εẋ2 = −3x2 − 0.8x1x2 + u2

J = (x∗ − x(T ))T Sf (x
∗ − x(T )) +

∫ T

0
((x∗ − x)T Q(x∗ − x) + (u∗ − u)R(u∗ − u))dt (33)

初期状態を x0 = (0, 0)とし，x∗ = [18.28, 11.35]T , u∗ = [30, 200]T を目標状態として a =

100, ε = 40の場合についてシミュレーションを行った．評価関数 (33)で用いられる行列は

Sf =

(
11 0

0 20

)
, Q =

(
11 0

0 20

)
, R =

(
6.7 0

0 1

)

とおいた．退化システムの予測区間は T = 20秒とし，これを分割幅Δτs = 1秒でNs = 20

ステップに分割した．一方，境界層システムの方は，Δτs = 1秒をNf = 100に分割した．し
たがって，Δτf = 0.01秒である．実験は，Pentium4 2.6GHz，1GB，Windows XPの計算機
上で，Microsoft Visual C++を用いて行った．
元の問題に，予測区間 T = 20秒，ステップサイズΔτ = 0.01秒でモデル予測制御を適用

した場合，1ステップの入力を計算するのに最大 0.06秒かかった．一方，提案手法を用いた
場合，最大計算時間は 0.01秒であり，実時間制御が可能である．



6 おわりに
本稿では，いくつかのシステムに対し，システムの特徴を生かしたモデル予測制御の解

法を紹介した．このほか，この分野ではハイブリッドシステムに対するモデル予測制御の解
法の研究が近年盛んに行われている．とくに，ハイブリッドシステムは混合論理動的システ
ム [1]として定式化されることが多いが，モデル予測制御問題は組み合わせ最適化問題とな
るため，まだ有効な解法は少ない．さいごに，制御入力の計算法だけではなく，モデル予測
制御を用いた閉ループシステムの安定性などの理論的な結果も得られている．それについて
は，Mayne 他 [11]を参照されたい．
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